Petri-Netze

Petri-Netze sind ein formaler Kalkiil zur Modellierung von

o Abldufen mit nebenlaufigen Prozessen, die auf gemeinsame
Ressourcen zugreifen

o kausalen Beziehungen

M

t Petri-Netzen werden beispielsweise

o reale oder abstrakte Automaten und Maschinen

o kommunizierende Prozesse (in Rechnern)

o Verhalten von Software- und Hardware-Komponenten
o Geschaftsablaufe

o Spiele nach gewissen Regeln

beschrieben und modelliert.

Petri-Netze kénnen durch (gerichtete, markierte) bipartite Graphen
dargestellt werden.
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Petri-Netze - formale Definition

Definition 1

Ein Petri-Netz ist ein Tripel P = (S, T, F), wobei
Q S eine endliche Menge von Stellen ist
Q T eine endliche Menge von Transitionen ist
Q FC(Sx T)U(T x S) eine Relation ist.

o Stellen s € S reprasentieren Bedingungen oder Zusténde eines
Systems.

o Transitionen t € T reprasentieren Zustandsiibergange oder
Aktivitaten eines Systems.
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Graphische Darstellung von Petri-Netzen

Petri-Netze und gerichtete bipartite Graphen

Ein Petri-Netz P = (S, T, F) kann folgendermaBen als gerichteter
bipartiter Graph dargestellt werden.

Q Stellen s € S sind Knoten des Graphen, dargestellt durch Kreise,

Q Transitionen t € T sind Knoten des Graphen, dargestellt durch
Rechtecke,

Q Kanten f € F,f =(s,t) oder f = (t,s) mitse S,t e T,
entsprechen gerichteten Kanten des Graphen.
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Graphische Darstellung - Beispiele

Petri-Netz P; definiert durch

S1 = {s1,%,53,5}

T1 = {t1, tp, t3}

Fi = {(s1,t1), (s3, t1), (52, t3),
(s3,t2), (54, t3), (t1, 52),

(t2,54)}

Petri-Netz P, definiert durch
S, ={1,2,3}
T, ={a,b,c}
Fr = {(17 a)v (17 b)a (27 C)v (37 C)
(a,1),(a,3),(b,2),(c,2)}
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Graphische Darstellung - Beispiele

Petri-Netz P3 definiert durch

S3 = {:1, 2,3,4, 5:}

T3 ={a,b,c,d}

Fs={(1,2).(2,b),(3,a),
(3,¢),(4,d),(5,¢)
(a,2),(b,3),(b,1),
(c,4),(d,3),(d,5)}
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Markierte Petri-Netze

Definition 2

Sei P = (S, T, F) ein Petri-Netz. Eine Funktion M : S — Ny heiBt
Markierung des Petri-Netzes P. Das Petri-Netz P zusammen mit der
Funktion M heiBt markiertes Petri-Netz oder einfach Petri-Netz.

@00

S1 = {s1,%,53,54} s t1

Ty = {t1, t, t3} B
F1 = {(s1, t1), (3, t1), (52, 13), (53, t2), ®/

s3 () Sy
(54, t3)a (tla 52)a (t2a 54)}

Petri-Netz P; definiert durch

[t

Markierung My : S; — Np definiert durch o Markierungen dargestellt
u 5 U . durch Punkte in Stellen.
1(s1) =2, Mi(se) = o Anzahl Punkte entspricht

M, (s2) = 0, Mi(s3) =0 Funktionswert.
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Markierte Petri-Netze - Beispiele

Petri-Netz P, definiert durch

S, ={1,2,3}

T, ={a, b, c}

F2 ={(1,a),(1,b).(2,¢),
(3,c)(a1),(a,3),
(b,2),(c,2)}

Markierung M, : 5, — Ny definiert
durch

¢
]
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Markierte Petri-Netze - Beispiele

Petri-Netz P3 definiert durch

S3={1,2,3,4,5} F 3 F

T3 = {a, b, c, C/} 1 2 4 5

Fs = {(1,a), (2, b), (3, a), ? ?
\[( \ZIJ

(2,6), (3,

(3,¢),(4,d),(5,¢)

(a,2),(b,3), (b, 1),

(c.4),(d,3),(d,5)}

o Markierungen kénnen durch Folgen der
Markierung Ms : S3 — Ny Lange |S| dargestellt werden.
definiert durch o i-tes Element der Folge ist Wert von M
an j-ter Stelle.

Ms(1) =1, M3(3) =1 o Markierung M3 von Ps3 wird durch die
M5(2) = M3(4) = M3(5) =0 Folge (1,0,1,0,0) dargestellt.

|
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Vor- und Nachbereiche in Petri-Netzen

Definition 3
Sei P = (S, T,F) ein Petri-Netz. Fir t € T definieren wir

Vorbereich(t) :={s € S|(s,t) € F}
Nachbereich(t) := {s € S| (t,s) € F}.

a c
3 Vorbereich(a) = {1,3}
1 5 4 5 Nachbereich(a) = {2}
b
\E( \]—/
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Vor- und Nachbereiche in Petri-Netzen

Definition 3
Sei P = (S, T,F) ein Petri-Netz. Fir t € T definieren wir

Vorbereich(t) :={s € S|(s,t) € F}
Nachbereich(t) := {s € S| (t,s) € F}.

O

O

Vorbereich(t) Nachbereich(t)

3"
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Schaltungen in Petri-Netzen

o Schaltungen eines Petri-Netzes iiberfiihren eine Markierung M des
Petri-Netzes in eine Markierung M'.

©

Schaltungen werden durch Transitionen des Petri-Netzes ausgefiihrt.

©

Zu jedem Zeitpunkt wird nur eine Schaltung ausgefiihrt.

o Hintereinanderausfiihrung mehrerer Schaltungen beschreibt die
Dynamik oder Entwicklung des modellierten Systems.

©

Dieses gilt auch fir die Modellierung paralleler und nebenlaufiger
Systeme
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Schaltungen in Petri-Netzen
Definition 4

Sei P = (S, T,F) ein Petri-Netz, M : S — Ny eine Markierung von P und
t € T. Die Transition t kann schalten, wenn fiir alle s € Vorbereich(t) gilt
M(s) > 1. Die Schaltung von t fuhrt zur Markierung M’ definiert durch

M'(v) = M(v) — 1, fir alle v € Vorbereich(t) \ Nachbereich(t)
M'(v) = M(v)+1, fir alle v € Nachbereich(t) \ Vorbereich(t)
M'(v) = M(v), fur alle anderen Stellen v € S.

M’ heiBt Nachfolgemarkierung von M bei Transition t.

O Schaltung an t N

@ ®
»3 == on3
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1 2 1 2

B - B -

Schaltung an b
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Folgen von Schaltungen

o Schaltungen kénnen sukzessive ausgefiihrt werden — Folgen von
Schaltungen

o trotzdem konnen Petri-Netze zur Modellierung paralleler und
nebenlaufiger Systeme eingesetzt werden

Folgen von Schaltungen oder Schaltfolgen kdnnen dargestellt werden als
o Folge von Markierungen
o Folgen der geschalteten Transitionen

i
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Folgen von Schaltungen

1-@? <1@@2
DIPR I
3 3

@ @D

O

3 3
Folge von Markierungen: Folge von Transitionen
Mg = (1,0,0) My :(1,0, ].) a, b,C
M2 =Y 71) M3 = v i
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Blockierte Petri-Netze und erreichbare Markierungen

o Sei P= (S, T,F) ein Petri-Netz und M : S — Ny eine Markierung.

o P mit Markierung M heiBt blockiert, wenn keine Transition t € T bei
Markierung M schalten kann.

o M':S — Ny Markierung von P.

o Existieren Markierungen Mg = M, My,..., M, = M’, wobei M,
Nachfolgemarkierung von M; ist, so sagen wir, dass M’ von M
erreichbar ist.

F Petri-Netz ist blockiert
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Erreichbare Markierungen

1 2 1 2
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Ml, MQ, M3 sind von Mo
,0,1) erreichbar.
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Konflikte zwischen Transitionen

1 2

E_,
(Or—1<]

3

o Transitionen a und b kénnen nicht gleichzeitig schalten,
o obwohl M(v) > 1 fiir alle v € Vorbereich(a) U Vorbereich(b).

Definition 5

Sei P = (S, T, F) ein Petri-Netz. Transitionen t,t' € T stehen in Konflikt,
wenn
Vorbereich(t) N Vorbereich(t') # 0.

i i
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Konflikte zwischen Transitionen
a C
3
1 2 ? 4 ? 5
\[( \3/

o Transitionen a und c stehen in Konflikt.
o Transitionen b und d stehen nicht in Konflikt.

Konflikte und Schaltfolgen

Sei P = (S, T,F) ein Petri-Netz mit Markierung M : S — Ny und seien
t,t’ € T. Stehen t,t’ nicht in Konflikt und kénnen sowohl t als auch t’
schalten, dann kann t’ in der Nachfolgemarkierung M’ von M bei
Transition t schalten.

i
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Petri-Netze und Sprachen

Definition 6
Sei P = (S, T, N) ein Petri-Netz mit (Anfangs-) Markierung My. Wir
nennen

L(P):={w € T*| w ist eine mogliche Folge von Schaltungen
von P mit Markierung Mp}

die durch P definierte Sprache.

Petri-Netz P,

IEI L(Pp) ={a"bc™ | m < n,

n,mé& No}
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Sei P = (S, T, N) ein Petri-Netz mit (Anfangs-) Markierung My. Wir
nennen
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die durch P definierte Sprache.

Petri-Netz P3

? a 3 CF L(P3) = L((ab | cd)”)
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Modellierung mit Petri-Netzen - Programmablaufe

o Transitionen entsprechen Programminstruktionen

o Stellen entsprechen Bedingungen fiir die Ausfiihrung einer Instruktion

A=1
B=2
c=3
A=A+1
C=B+C
B=A+C

Petri-Netze

J. Blémer

19/27



Modellierung mit Petri-Netzen - Programmablaufe

o Transitionen entsprechen Programminstruktionen

o Stellen entsprechen Bedingungen fiir die Ausfiihrung einer Instruktion

A=1
©
; A=A+1
O0—

L1

Ve

oy

s B=A+C

©—a e M%Q
O :

[ ]

S3 -
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Modellierung mit Petri-Netzen - zyklische Prozesse

o zwei Prozesse Py, P, sollen immer wieder und in beliebiger
Reihenfolge ausgefiihrt werden

o die Prozesse greifen jedoch auf eine gemeinsame Ressource zu

o daher kann zu jedem Zeitpunkt immer nur einer der Prozesse
ausgefiihrt werden

Ko T
lgﬁ\f/@

o Transitionen a, b modellieren Prozess P;
o Transitionen ¢, d modellieren Prozess P>

i
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Modellierung mit Petri-Netzen - Ampelschaltung

o Ampelschaltung an der Kreuzung zweier StraBen (Ost-West,
Nord-Siid)

o zu jedem Zeitpunkt hat eine StraBe , griin”, die andere , rot

o die Griin-Phasen und Rot-Phasen der beiden StraBen wechseln sich ab

o ignorieren zur Vereinfachung die Gelb-Phase

rot rot

@ Wechselschaltung @
Nord-Siid /Q GD\\ Ost-West

i I I
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Modellierung mit Petri-Netzen - Geteilte Ressourcen

o zwei Nutzer teilen sich eine Festplatte (F) und einen Drucker (D)

o zu jedem Zeitpunkt kann nur einer der Nutzer beide Ressourcen
nutzen, um eine Datei zu drucken

i i
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Modellierung mit Petri-Netzen - Geteilte Ressourcen
F frei

Anfrage F/®\

F bereit
F bereit
bearbeltet bearbeltet

Bearbeite
Q D Bearbeite D

Freigabe
D,F
D bereit
D bereit

Anfi Anfi
n ragel%| D frei n rage

— o
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Lebendige Petri-Netze

o Sei P= (S, T,F) ein Petri-Netz und M : S — Ny eine Markierung.

o P mit Markierung M heiBt blockiert, wenn keine Transition t € T bei
Markierung M schalten kann.

i i
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Modellierung mit Petri-Netzen - Geteilte Ressourcen

F frei

/®\

F bereit
F bereit

bearbeltet bearbeltet

Bearbelte
Q D Bearbeite

Freigabe
D,F
D bereit
D bereit

Anfrage

A f
D frei nirage

D \®/ D

Nutzer 2 fragt F, Nutzer 1 D an

Nutzer 2 Nutzer 1
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Erweiterte Ampelschaltung

rot rot

Wechselschalt
@ ecsescaung®

o B zahlt Anzahl der Ampeln mit ,, griin®
o Es sollte nie M(B) > 2 gelten.
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Sichere Petri-Netze

Definition 7

Sei P = (S, T, F) ein Petri-Netz mit Anfangsmarkierung My. Dann heiBt
P sicher oder binar, wenn fiir alle von My erreichbaren Markierungen M
und alle Stellen s € S gilt M(s) < 1.

@ Wechselschaltung ?
m grun_an

grin

o sicheres Petri-Netz

es gilt immer

M(B) < 1
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Modellierung mit Petri-Netzen - Lese-Schreib-Prozesse

o Ein Lese-Prozess und ein Schreib-Prozess greifen auf dieselben

Dateien zu

o zu jedem Zeitpunkt soll nur einer der Prozesse auf eine Datei

zugreifen kdnnen

Lese-Prozess Schreib-Prozess
Datei Datei
warten lesen schreiben warten
°
lesen O% schreiben

keine Datei Datei keine

Aktivitit freigeben  freigeben Aktivitat
J. Blémer
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