DFAs, NFAs und reguldre Ausdriicke

Satz 1
Sei ¥ ein Alphabet und L C ¥* eine Sprache. Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
Q Es gibt einen DFA A mit L = L(A).
Q Es gibt einen NFA N mit L = L(N).
Q Es gibt einen reguldren Ausdruck R mit L = L(R).
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DFAs, NFAs und reguldre Ausdriicke

Satz 1

Sei ¥ ein Alphabet und L C ¥* eine Sprache. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

Q Es gibt einen DFA A mit L = L(A).
O Es gibt einen NFA N mit L = L(N).
Q Es gibt einen reguldren Ausdruck R mit L = L(R).

Beweisfolge: (2) = (1),(1) = (3),(3) = (2).

Definition 2
Sprachen, die die Bedingungen aus Satz 1 erfiillen, heiBen regular.
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

NFA Nj:
a
a
a
b
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

NFA Nj:
a
a
a
b

L(N3) = {w | das vorletzte
Symbol in w ist a}
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

NFA Ns: DFA As:

a
a
a
start> start>
b

b
&a
a
b

L(N3) = {w | das vorletzte
Symbol in w ist a}
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

NFA Ns: DFA As:
a b
a
a a
start> b start>
a
b
a
L(N3) = {w | das vorletzte L(A3) = {w | das vorletzte
Symbol in w ist a} Symbol in w ist a}
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Von NFAs zu DFAs

Die Konstruktion
Sei N = (X, Q, 9, qo, F) ein NFA. Wir definieren den DFA
A= (Z,Q4 64, g4, FA) durch

o QA= Pow(Q),

° 4§ := {qo},

o FA:={Re Q| RNF £},

o Firr alle a € £, R € Pow(Q):

64(R,a) = {q € Q| es gibt ein r € R mit g € §(r, a)}.
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Von NFAs zu DFAs

Die Konstruktion
Sei N = (X, Q, 9, qo, F) ein NFA. Wir definieren den DFA
A= (Z,Q4 64, g4, FA) durch

0o Q4= Pow(Q),

° 4§ := {qo},

o FA:={Re Q| RNF # 0},

o Firr alle a € £, R € Pow(Q):

64(R,a) = {q € Q| es gibt ein r € R mit g € §(r, a)}.

Aquivalente Definition fiir §4(-)
Fir alle a € X, R € Pow(Q):

AR, a) = U o(r, a).

rer

v
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Von NFAs zu DFAs - ein Bespiel

NFA N: start>
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Von NFAs zu DFAs - ein Bespiel

NFA N: start>
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Von NFAs zu DFAs - Korrektheit der Konstruktion

Beweis (L(N) = L(A))

w € L(N) < 6(qo,w)NF #0
& 6%(qd', w) € FA
< w e L(A).
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Von NFAs zu DFAs - ein Bespiel

w = 1000 NFA N:  start»
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Von NFAs zu DFAs - ein Bespiel

w = 1000 NFA N:  start»
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

NFA Ns:
a
a
a
b
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

DFA As :
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

DFA Aj; :

Beobachtung AA3 = AN3
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Von NFAs zu DFAs - ein Beispiel

NFA Ns: DFA As:
a b
a
a a
start> b start>
a
b
a
L(N3) = {w | das vorletzte L(A3) = {w | das vorletzte
Symbol in w ist a} Symbol in w ist a}
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 3

Die regularen Sprachen sind abgeschlossen unter
o Vereinigung
o Komplementbildung
o Durchschnitt

o Konkatenation

©

Sternbildung
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Beweis
Vereinigung: (iber NFAs)
o Ly, Ly reguldr, NFAs Ny, Ny mit L(Nl) =L, L(Ng) =Ly
o Ny = (%, Q1,01, o, F1), No = (X, @2, 02, 50, F2),
Ql = {ro,...,r/},Qg = {So,...,Sm}
o NFA N = (%, Q,0, qo, F), wobei
Setze Q = Q1 U QU {qo}, wobei qo & Q1 U Q>
FRUFRU {qo} falls e € L1 U Ly
FUF sonst
Fiir alle a € ¥ setze §(qo, a) = 61(ro, @) U d2(so, a)
Fiir alle (g, a) € Q1 x X setze 6(q, a) = 01(q, a)
Fiir alle (g, a) € Q, x X setze 6(q, a) = d2(q, a)

L(N) =L UL

Setze F =
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Beweis
Konkatenation: (iiber NFAs)
o Ly, Ly regulidr, NFAs Ny, Ny mit L(Ny) = Ly, L(Np) = Ly
o Ny = (X, Q1,01, 0, F1), N2 = (X, @2, 62, 50, F2),
Qi =A{r,...,n}, Q@ ="{so,...,5m}
o NFA N = (X, Q, 6, ro, F), wobei

Setze Q = Q1 U @ undF—{FlUF? falls € € Ly

F sonst
1) U o fall L
Fiir alle a € ¥ setze §(ry, a) = {;Er‘)’ a; 2(s0,a) fa 5: €Ll
1(ro, a sons

Fiir alle (q,a) € Q1 x X setze

5(q,2) = 01(q,a) U{so} falls 61(q,a) N F #0
01(q, a) sonst

Fiir alle (g, a) € Q> x X setze 6(q, a) = d2(q, a)

L(N) = Ly,
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Beweis
Sternbildung: (iiber NFAs)
o L reguldr, NFA N mit L(N") =L
o es gibt NFA N = (X, Q,0, qo, F) mit L(N) = LU {e}
o NFA N* = (X, Q,0%, qo, F), wobei
Fiir alle (g, a) € Q x X setze
5(q, 3) = g(q, a)U{qo} fallsd(g,a)NF #0
(g,a) sonst
L(N*) = L*
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 3

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter
o Vereinigung
o Komplementbildung

Durchschnitt

©

Konkatenation
Sternbildung

©

©

Beweis
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 3

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter
o Vereinigung
o Komplementbildung
o Durchschnitt
o Konkatenation
Sternbildung

©

Beweis
Komplement: (iber DFAs)
o L CY* regular
o A= (X, Q,4, qo, F) vollstandiger DFA mit L(A) = L.
o A=(X%,Q,0,q0, @\ F) DFA mit L(A) =X*\ L
Y\ L regular
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Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 3

Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter
o Vereinigung
o Komplementbildung
o Durchschnitt
o Konkatenation
Sternbildung

©

Beweis
Durchschnitt: (iiber Vereinigung und Komplement)
o Ly, Lyregular, LN Ly =X\ (X*\ L1UX"\ Lp)
o X*\ Ly, ¥*\ Ly regular
o X*\ L1 UX*\ Ly regular
Linky=%"\(X*\ L UX*\ L) regular
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DFAs, NFAs und reguldre Ausdriicke

Satz 1
Sei X ein Alphabet und L C X* eine Sprache. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

Q Es gibt einen DFA A mit L = L(A).

Q Es gibt einen NFA N mit L = L(N).

Q Es gibt einen reguldren Ausdruck R mit L = L(R).

Beweis ((3) = (2))
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DFAs, NFAs und reguldre Ausdriicke

Satz 1
Sei X ein Alphabet und L C X* eine Sprache. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

Q Es gibt einen DFA A mit L = L(A).
Q Es gibt einen NFA N mit L = L(N).
Q Es gibt einen reguldren Ausdruck R mit L = L(R).

Beweis ((3) = (2))
Sei R ein reguldrer Ausdruck tber Alphabet ¥.
o Fir R=0 oder R =a mit a € ¥ Ug, so gibt es einen NFA N mit
L(R) = L(N).
o Ist R =Ry | R, oder R = Ry R, fiir regulére Ausdriicke Ry, Ry, so gibt
es NFAs Ny, Np mit L(Ny) = L(R1) und L(N;) = L(R2). Damit gibt
es nach Beweis fiir Satz 3 NFA N mit L(N) = L(R).
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DFAs, NFAs und reguldre Ausdriicke

Satz 1
Sei X ein Alphabet und L C X* eine Sprache. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

Q Es gibt einen DFA A mit L = L(A).
Q Es gibt einen NFA N mit L = L(N).
Q Es gibt einen reguldren Ausdruck R mit L = L(R).

Beweis ((3) = (2))

o Ist R = Ry fiir einen reguldren Ausdriicke Ry, so gibt es einen NFA Ny
mit L(Ni) = L(R1). Damit gibt es nach Beweis fiir Satz 3 NFA N mit
L(N) = L(R).

o Ist R = (Ry) fir einen reguliren Ausdruck Ry, so gibt es einen NFA
Ny mit L(N;) = L(Ry). Da L(R) = L(R1), gilt dann auch
L(N1) = L(R).
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Grenzen von Automaten und reguldaren Ausdriicken

Satz 2
Q Die Sprache {0"1" | n > 0} ist nicht regular.
Q Die Sprache {1" ‘ n > 1} ist nicht regular.
Q Die Sprache {1P | p ist eine Primzahl} ist nicht regular.

Q Die Sprache bestehend aus korrekten Klammerausdriicken ist nicht
regular.
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Pumping Lemma

Satz 3

Sei L C X* reguldr. Dann gibt es ein p € N, so dass fiir alle x € L mit
|x| > p eine Aufteilung von x in 3 Teile u,v,w € £* x = uvw existiert
mit:

Q |uv|<p
Q |v[]>1
Q fiir alle i > 0 liegt das Wort uv'w in L.
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Beweis und lllustration Pumping Lemma

Beweis.
o A=(Q,%,4,q0, F) DFA mit L(A) = L.
o Setzen p :=|Q)|.
0 X=X Xm € L beliebig mit
|x| = m > p.
o Seien gop = ro, 1, - - -, rm die Zustande,

die A bei Eingabe x durchlauft.
Es existieren i, j,0 < i,j < p,i < j, mit
ri =1

©

o Setzen
u=XxX3---Xj,Vv Z:X,'_|_1-‘-Xj,

W::)(j_"_l...xm

o Eigenschaften 1 und 2 damit erfiillt 0
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Beweis und lllustration Pumping Lemma
Beweis.
° 5(q0) u) =r=r 6(’]) V) = rj,

é(ri,w)=rmeF

o Fiuri=0:

5(qo, uv’w) = 8(qo, uw)
= 0(0(qo, u), w)
= 6(rj, w)
=rmé€F
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Beweis und lllustration Pumping Lemma
Beweis.

© 6(qo,u) =ri=rj, 6(r,v)=r
é(ri,w)=rmeF

o Furi>1:
5(qo, uv'w) = 6(6(qo, u), v'w)
= 8(rj, v'w)
=6(8(rj,v), vi"tw)
= 5(rj? VI?lW)
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Pumping Lemma und Kontraposition

Ist L regular, so gilt: L ist nicht regular, wenn
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Pumping Lemma und Kontraposition

Ist L regular, so gilt: L ist nicht regular, wenn

Es existiert ein p € N,

so dass fir alle x € L mit |x| > p
eine Aufteilung x = uvw existiert
mit |uv| < p,|v| > 1

wobei fir alle i > 0

wiw e L.
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Pumping Lemma und Kontraposition

Ist L regular, so gilt: L ist nicht regular, wenn

Es existiert ein p € N, Fir alle p e N
so dass fir alle x € L mit [x| > p  existiert ein x € L mit |x| > p,
eine Aufteilung x = uvw existiert  so dass fiir alle Aufteilungen x = uvw

mit |uv| < p,|v| > 1 mit juv| < p,|v| >1
wobei fir alle i > 0 ein i > 0 existiert,
uviw € L. so dass uviw & L.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 1

L ist nicht regular, wenn

Fur alle p e N

existiert ein x € L mit |x| > p,
so dass fiir alle Aufteilungen

X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1

ein i > 0 existiert,

so dass uviw & L.

Regulire Sprachen
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 1

Satz 4
Die Sprache Ly := {0"1"|n > 1} ist
nicht regular.

L ist nicht regular, wenn

Fur alle p e N

existiert ein x € L mit |x| > p,
so dass fiir alle Aufteilungen

X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1

ein i > 0 existiert,

so dass uviw & L.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 1

Satz 4 L ist nicht regular, wenn

Die Sprache Ly := {0"1"|n > 1} ist Far alle p e N

nicht regular. existiert ein x € L mit |x| > p,
“ so dass fiir alle Aufteilungen

Beweis. X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1
ein i > 0 existiert,
so dass uviw & L.

o p € N beliebig.

o Sei x = 0P1P, also x € L;.

o Fiir jede Aufteilung x = uvw

mit |uv| < p und |v| > 1 gilt

v =0k mit 1 < k <p.

Wahlen i = 2.

o Damit uv'w = 0PTk1P und
wiw = uwlw ¢ L.

©

Ly ist nicht regular.

|
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 2

Satz 5

Die Sprache Ly = {1"2|n > 1} ist
nicht regular.

L ist nicht regular, wenn

Fur alle p e N

existiert ein x € L mit |x| > p,
so dass fiir alle Aufteilungen

X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1

ein i > 0 existiert,

so dass uviw & L.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 2

Satz 5

Die Sprache Ly = {1"2|n > 1} ist
nicht regular.

Beweis

o p € N beliebig.

o Sei x = 1”2, also x € Lo.

o Sei x = uvw eine beliebige
Aufteilung von x mit |uv| < p
und 1 < |v| < p.

o Wahlen i = 2.

o uviw = 1XI+Ivl = 1P°+Iv|

L ist nicht regular, wenn

Fur alle p e N

existiert ein x € L mit |x| > p,
so dass fiir alle Aufteilungen

X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1

ein i > 0 existiert,

so dass uviw & L.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 2

Satz 5 L ist nicht regular, wenn

Die Sprache Ly := {17 |n > 1} ist Fu.r z.alle P e N _

nicht regulir existiert ein x € L mit |x| > p,

< so dass fiir alle Aufteilungen
: X = uvw

Beweis _
mit |uv| < p,|v| >1
ein i > 0 existiert,

o p*+|v[>p? =

so dass uviw & L.
o PP+ v <p?+p<(p+1)?

o p? + |v| kein Quadrat und
wiw & L.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 3

Satz 6 L ist nicht regular, wenn

Die Sprache L3 := {19|q Primzahl} Fir alle p e N

ist nicht regulir. existiert ein x € L mit |x| > p,
so dass fiir alle Aufteilungen
X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1
ein i > 0 existiert,
so dass uviw & L.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 3

Satz 6 L ist nicht regular, wenn

Die Sprache Lz := {19|q Primzahl} Fir alle pe N

ist nicht regulir. existiert ein x € L mit |x| > p,
“ so dass fiir alle Aufteilungen

Beweis X = uvw

mit |uv| < p,|v| >1

o p € N beliebig und g > p+ 2 ein i > 0 existiert,
Primzahl so dass uv'w ¢ L.

o Sei x =19, also x € Ls.

o Sei x = uvw eine beliebige
Aufteilung von x mit |uv| < p
und |v| > 1.

o |luv|<p,g>p+2=|uw|>2

o Wahlen i = |uw]|.
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Anwendung Pumping Lemma - Beispiel 3

Satz 6 L ist nicht regular, wenn
Die Sprache L3 := {19|q Primzahl} Fir alle pe N
ist nicht reguldr. existiert ein x € L mit |x| > p,
“ so dass fiir alle Aufteilungen
Beweis X = uvw
mit |uv| < p,|v| >1
o Somit ein j > 0 existiert,

so dass uv'w & L.
uv'w = 1\uw|+/|v\

_ lowluwllv]

(VD) ]

o |uwl|,|v|+1>2
o (|v|+ 1)|uw| keine Primzahl
wiw = 1Dl o
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