Pradikatenlogik

Ubersicht:

Q Teil 1: Syntax und Semantik

Q Teil 2: Normalformen und Grenzen der Pradikatenlogik 1. Stufe
Q Teil 3: Modellierung und Beweise

@ Teil 4: Substitution, Unifikation und Resolution
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Negationsnormalform (NNF)

Definition 1 (Negationsnormalform (NNF))

Eine Formel « ist in Negationsnormalform (NNF) genau dann, wenn jedes
Negationszeichen direkt vor einer Primformel steht.

Algorithmus: (Erweiterung des aussagenlogischen Verfahrens auf PL1)

Q Ersetze =—o durch o (Negation)

Q Ersetze =(a A ) durch —a V =3 (de Morgan)
Q Ersetze —(a V ) durch —a A =3 (de Morgan)
Q Ersetze =(Jya) durch Vy—a (Quantoren)

Q Ersetze =(Vxa) durch 3x—a (Quantoren)

Satz 2

Zu jeder pradikatenlogischen Formel @ gibt es eine logisch dquivalente
Formel in Negationsnormalform.
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Transformation in NNF
Beispiel:

=((IxP(x) A =VyS(x,y)) V —Vz5(z, z))

~  (—(3xP(x) A =VyS(x,y))) A ==Vz5(z,z) (De Morgan)
(=3xP(x) V ==V¥yS(x,y)) N =—Vz5(z,z) (De Morgan)
(—3xP(x) V VyS(x,y)) AVz5(z, z) (Negation)

~  Vx=P(x)VYyS(x,y) AVz5(z, z) (Quantoren)
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Pranexe Normalform (PNF)

Definition 3 (Pranexe Normalform (PNF))

Eine Formel « ist in pranexer Normalform (PNF), falls sie die Form

Q1x1 ... Qnxn B hat, wobei Q; € {3,V} fur 1 <i < nund 8 quantorenfrei
ist.

S wird auch als (quantorenfreier) Kern der Formel bezeichnet.

Die Quantorenfolge Q1x1 ... Qnx, wird auch als Prafix bezeichnet.

Beispiel:

Vx3yVz (P(x,y) A S(y, z, Z))

ist in pranexer Normalform. Der Kern ist (P(x,y) A S(y,z,z)) und das
Prafix ist Vx3yVz.

Aufgrund der Quantoreliminationsregel kdnnen wir immer davon ausgehen,
dass alle Variablen im Prafix paarweise verschieden sind.
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Transformation in PNF

Algorithmus: Transformation in eine aqivalente PNF
Input: Formel in NNF

Q Fihre eine konsistente Umbenennung durch, so dass verschiedene
Quantoren sich auf verschiedene Variablen beziehen und keine
Variable sowohl frei als auch gebunden vorkommt.

Q Wende die folgenden Ersetzungsregeln so lange wie moglich an:

@ Ersetze (Vxa) A B durch Vx(a A )
O Ersetze (Ixa) A B durch Ix(a A )
O Ersetze (Vxa) V B durch Vx(a V )
O Ersetze (Ixa) Vv B durch Ix(a V )

(Vorkommen wie ae A (Vx3) werden analog behandelt.)

Satz 4
Zu jeder pradikatenlogische Formel gibt es eine logisch dquivalente Formel
in PNF.
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Transformation in PNF
Beispiel:
Vx—P(x) AVx(P(x) V R(x)) AVx(Q(x) A JyR(y))

~ Vx1—P(x1) AVxa(P(x2) V R(x2)) A Vx(Q(x) A JyR(y))

durch Umbenennung

~ Vx1—P(x1) AVxa(P(x2) V R(x2)) A Vx3y(Q(x) A R(y))

nach Ersetzungsregel

~ Vx1—P(x1) AVxoVx3y ((P(x2) V R(x2)) A (Q(x) A R(y)))

nach Ersetzungsregel

~ VxiVxVx3y (-P(x1) A (P(x2) V R(x2)) A (Q(x) A R(y)))
nach Ersetzungsregel
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Skolem Normalform (SKNF)

Definition 5

Eine Formel « ist in Skolem Normalform (SKNF), falls a die Form hat
o = Vxy...Vx,0, wobei 8 quantorenfrei ist. Das Prafix von « enthalt also
keine Existenzquantoren.

Analog zur Aussagenlogik:

Definition 6 (Erfillbarkeits-Aquivalenz)

Zwei pradikatenlogische Formeln a: und 3 heiBen
erfiillbarkeits-aquivalent, in Zeichen o =g, 3, genau dann, wenn gilt:
(v ist erfiullbar gdw. (3 ist erfillbar).
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Skolem Normalform
Beispiele:
IxP(x) # P(a)

Interpretation S : w = {1,2},a, =1, P, = {2}, dann gilt:
S(IxP(x)) = 1, aber I(P(a)) =0, da 1 ¢ P,

Aber es gilt:
IxP(x) ~sat P(a) (beide Formeln sind erfiillbar)

Vx3y P(x,y) # Vx P(x, f(x))

Aber:
Vx3dy P(X,}/) Risat VX P(X, f(X))

Idee: Erzeuge erfiillbarkeits-dquivalente Formeln.
Ersetze Existenzquantoren durch neue Funktionszeichen.
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Transformation in SKNF

Algorithmus: Trans-SKNF

Input: Formel «

Q Erstelle zu « eine dquivalente Formel ® in pranexer Normalform.
Q Alle Existenzquantoren werden von links nach rechts wie folgt
eliminiert:

@ & = Jx[5: Wahle ein neues Konstantensymbol a, und
ersetze in 3 alle Vorkommen von x durch ay
(d.h. bilde 8[x/ax]).
Setze ¢ := [[x/ay]

Q ® =Vx;...Vx,dyB: Wahle neues n-stelliges Funktionssymbol f, und

ersetze in 3 alle Vorkommen von y durch f,(xi,...,x,),

(d.h. bilde Sy /f,(x1,...,xn)])-
Setze & = Vx; ... VxpB[x/f,(x1, ..., Xn)]
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Transformation in SKNF

Satz 7

Das Verfahren Trans-SKNF transformiert jede Formel « in eine
erfiillbarkeits-dquivalente Formel in Skolem Normalform.

Beispiel:
a = IxqVxaVx33xs (—P(x1) A (P(x2) V S(g(xa, x1,%2))) A Q(x3) A R(xa))
neues Konstantensymbol a fiir x;
a Rsar VVx33xg (—P(3) A (P(x2) V S(g(xa, a,x2))) A Q(x3) A R(x4))
neues 2-stelliges Funktionssymbol f fiir x4

O gt VXQVX3 (_\P(a) A (P(Xg) \Y S(g(f(X27X3), 4, Xg))) A Q(X3) N R(f(X27X3)))
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Kern in Konjunktiver Normalform

Voraussetzung: Formeln in Skolem Normalform

Gesucht: Transformation des Kerns in eine logisch dquivalente KNF.

Verfahren: (wie in der Aussagenlogik)

Q Transformation des Kerns in eine Negationsnormalform

Q Anwendung der Distributivgesetze

Beispiel:
\V/X\V/_)/\V/Z (P(X) \ _‘(S(Y7X) v T(Zay)))

~VxVyVz (P(x)V (=S(y,x) A =T (z,y)))

~ VxVyVz ((P(x) V =S(y,x)) A (P(x)V = T(z,y)))
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Modellbildung

Hinweise: Wenn moglich, dann
Q Formeln in Normalformen, z.B. pranexe oder Skolem Normalform
Q Vermeiden von Existenzquantoren
Q Vermeiden von Funktionssymbolen
Effekt:
Q Leichtere Lesbarkeit
Q Einfachere Verarbeitung (z.B. Komplexitat des Erfillbarkeitsproblems)
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Modellbildung

Beispiel:

Formeln in Skolem Normalform ohne Funktionssymbole und
Existenzquantoren, aber mit Konstantensymbolen.

Beispielformel (mit nur einem Konstantensymbol)
a =VxVyVz (P(x,a) A S(z,a) A (=S(z,y) V =P(y,)))

Frage: Ist o widerspruchsvoll?
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Modellbildung

Beispiel:

Formeln in Skolem Normalform ohne Funktionssymbole und
Existenzquantoren, aber mit Konstantensymbolen.

Beispielformel (mit nur einem Konstantensymbol)
a =VxVyVz (P(x,a) A S(z,a) A (=S(z,y) V =P(y,)))

Frage: Ist o widerspruchsvoll?

« ist widerrspruchsvoll gdw.

(P(a,a) A S(a,a) A (—S(a,a) vV —P(a,a))) widerspruchsvoll ist gdw.
die aussagenlogische Formel p A s A (—s VV —p) widerspruchsvoll ist.

p steht fiir P(a, a) und s steht fiir S(a, a).
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Unendliche Formelmengen

Satz 8 (Endlichkeitssatz)

Sei M eine (unendliche) Menge von Formeln. Dann ist M widerspruchsvoll
genau dann, wenn es eine endliche Teilmenge M’ von M gibt, so dass M’
widerspruchsvoll ist.

Satz 9

Die Endlichkeit ist nicht axiomatisierbar.

D.h. es gibt keine Formelmenge M, die nur durch Interpretationen mit
endlichem Grundbereich erfiillt wird.
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