Aussagenlogik

Ubersicht:

Q Teil 1: Syntax und Semantik
Q Teil 2: Modellierung und Beweise
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Modellierungsaufgabe

Es gibt drei Tauben und zwei Locher. Jede Taube soll in ein Loch. Aber es
passt nur eine Taube in ein Loch.
Gibt es eine Losung?

Ansatz 1: (Funktion)
Die Tauben seien T7, T> und T3 und die Locher seien L1 und L.
Gibt es eine bijektive Abbildung 7 : { Ty, To, T3} — {L1, L2}?

Es gibt keine Losung, da der Definitionsbereich und der Bildbereich
unterschiedliche Kardinalitdten besitzen.
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Modellierungsaufgabe

Es gibt drei Tauben und zwei Locher. Jede Taube soll in ein Loch. Aber es
passt nur eine Taube in ein Loch.
Gibt es eine Losung?

Ansatz 2: (Aussagenlogik)
Xij Atom fir 1 </ <3,1<,<2 lIdee: Taube i ist im Loch j.

a = (X1,1V X12) Taube Ty ist im Loch L; oder im Loch L
/\(Xz,l V X272) A (X371 Vv X3,2)
A=(X11 A Xa,1) in Loch Ly sind nicht beide Tauben T; und T>
A(X11 A X31) A—(Xo1 A X31)
A= (X2 A Xop) A (X2 A X32) A (X222 A X32)

(

ar (X1 V Xi2),(X21V X22),(X31V X32),
(=X11V—Xa1), (ﬁX1,1 V=X31), (0 X010V —X31)
(mX12V =X22), (mX12V =X32),(— X202 V = X32)
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Modellierungsaufgabe

Fortsetzung Ansatz 2: (Aussagenlogik)

ar (X1 V X12), (Xo1V X22), (X31V X32),
(= X110V =X21), (0 X1 V2 X31), (7 X21 V1 X31)
(mX12V =X22), (mX12V =X32),(mX22 V = X32)

Ist o widerspruchsvoll?

Uberpriifung mit Bewertungen erfordert 2° Tests (6 Atome).
Formel ist in KNF.

Alternativer Ansatz fiir den Beweis auf Widerspruch: RESOLUTION
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Aussagenlogische Resolution

Formeln sind in konjunktiver Normalform.

Definition 1 (Resolutionsregel)

Seien « eine Klausel mit Literal L und S eine Klausel mit Literal —L.
« und 3 sind die Elternklauseln.
(a\ {L}) U (B \ {—-L}) ist die Resolvente.

Schreibweisen:

O Gy oo (RES)
O a,f bpgs (@\{LHU(B\{~L})

O Die leere Klausel wird mit U bezeichnet. Sie ist immer falsch.
Beispiel: {L, L} jgpe U
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Aussagenlogische Resolution

aVL-LVE

avp (Res) schreiben wir auch

Fir einen Resolutionsschritt

aV ALV g aVp.

L
(o\{L}) U (B\{—-L})

Baumdarstellung eines Resolutionsschrittes
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Aussagenlogische Resolution

Beispiel 1: oy = {AV BV CVD,-AVv BV CV D}

AvBvCvD —-AvBvCvD

\A/

BvCvD
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Aussagenlogische Resolution

Beispiel 2: ap = {AV B,-BV C,-CV D}

N

AvC —-CvD

e

AvD
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Aussagenlogische Resolution

Beispiel 3: a3 = {AV B,AV -B,-AV B,-AV —-B}

AvB Av—-B —-AvB —Av—B
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Aussagenlogische Resolution

Beispiel 4: ay = {-AV BV -C,AvV-D,BvV~-C,CV—F,F}

—|A\/—|B\/—|C Av—=D

NS

—|B\/—|C\/—|D B\/—|C

N/

—-Cv-D Cv—F
N/
—Dv—=F

\/
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Aussagenlogische Resolution

Definition 2 (Herleitung)

Sei a = {ai,...,an} eine Formel in KNF und 7 eine Klausel. Eine Folge

m1,..., Tk ist eine Herleitung der Klausel 7 aus «, wenn m = 7, gilt und

fir alle j mit 1 < j < k gilt m; € « oder es gibt j1 und jo mit 1 < ji, /o <
1

und 7y, Ty g -

Wir sagen 7 ist (mit der Resolution) herleitbar aus «, in Zeichen

@ TRes ™
Die Klauseln aus o bezeichnen wir als Ausgangs— oder Startklauseln oder
auch als Input—Klauseln.

Die Lange der Herleitung m1, ..., my ist k.
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Aussagenlogische Resolution

Wir kénnen }R—ES als den transitiven und reflexiven Abschluss von
1
}R—ES auffassen.

Wir verwenden fiir o = {a, ..., s} € KNF mit Klauseln ¢; und a; und
1

Oé,',Oéj HRES (5

die Schreibweise aq, ..., a, % 6 oder auch « }% J.

Fir Resolventenmengen verwenden wir analoge Abkiirzungen.

Fir die Herleitungen « }R—ES L1 und « }R—ES L, schreiben wir kurz
« }TES Ll, L2.

Fir 8 ={f1,...,0m} mit « }W B; fiir alle 1 < j < m schreiben wir
* bres f-
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Aussagenlogische Resolution

Definition 3 (Resolutionsabschluss)
Sei « € KNF und n > 0. Dann sei

Res®(a) = «

Res'(a) = {n|3Inmca:m,m RlES 7w} U {a}
Res"tl(a) := Res'(Res"(a)) fiir n >0

Res*(a) = U, Res"(«)

Wir bezeichnen Res*(«) auch als Resolutionsabschluss von «.
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Aussagenlogische Resolution

Beispiel fiir Stufensattigungsstrategie:
Wir geben die Resolvententabelle fiir die Formel « bis zur Stufe 3 an.

o = {{_'Aa_'B>_‘C}7{Av_'D}7{B7_'C}7{C7_'F}7{F}}

Nach Stufe 3 kénnen keine neuen Klauseln mehr generiert werden.

0 1 2 3
1.{=A,-B,-C}|6. {-B,~C,-D}(1,2)|11.{—=C,—-D} (6,3) [21.{=D,—F}(11,4)
2.{A,-D} 7. {-A,~C} (1,3)|12.{=B,~D,~F} (6,4) |22.{-D} (11,10)
3.{B,~C} 8. {—A,—-B,—~F} (1,4)[13.{-A,~F} (7,4)

4.{C,—F} 9. {B,~F} (3,4)[14.{=A,~C,~F} (8,3)

5. {F} 10{C} (4.5)|15. {~A. =B}  (8.5)
16.{B} (9,5)
17.{—-C,-D,—-F}(6,9)
18.{-B,-D} (6,10)
19. {—A} (7,10)
20.{—A,~F} (8,9)
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Aussagenlogische Resolution

Satz 4

Q Der Resolutionskalkiil ist korrekt.
Sei o € KNF, dann gilt fiir alle Klauseln n:

A fppe T= a .

Q Der Resolutionskalkiil ist nicht vollstandig.
Es gibt Formeln o € KNF und Klauseln 7, so dass gilt:

o = 7 und nicht a fpge .
QO Der Resolutionskalkiil ist widerlegungsvollstiandig: Sei o € KNF, dann
gilt:
« ist widerspruchsvoll —> « }R—ES L
Satz 5

Sei oo € KNF, dann gilt: o ist widerspruchsvoll gdw. « ITES L.
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Aussagenlogische Resolution

Beweis (zu Satz 4)
Ad 1: Korrektheit: siehe Teil 1, Aussagenlogik

Ad 2: nicht vollstandig

Sei aw = A, dann gilt o = AV B, aber nicht A }R—ES AV B.

Ad 3: Widerlegungsvollstindig.

Induktion (iber die Linge der Herleitung oder die Anzahl n der Atome.

IA: n =1, a enthéalt nur das Atom A. Da « widerspruchsvoll ist, enthalt o
die Teilformel AN —=A und es gilt AN =A } e L.

IS: (n— n+ 1), « enthalte n+ 1 Atome.

Induktionsschluss siehe Vorlesungstext
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Aussagenlogisches Schlussfolgern

Allgemeines Schema:
Gegebenen: Formeln « und §.

Frage: a = 37
Q akEp?
Q o A~ widerspruchsvoll?

Q Transformiere o A —f3 in eine Formel in KNF, z.B. o
(o A =8 widerspruchsvoll gdw. o widerspruchsvoll)

O o bres 7

Satz 6
Sei 0 € KNF zu o\ —f.
o = B genau dann, wenn o | U
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Aussagenlogisches Schlussfolgern

Allgemeines Schema:
Gegebenen: Formeln « und §.
Frage: a = 37

Q alEp?

Q o A~ widerspruchsvoll?

Q Transformiere a A =3 in eine Formel in
KNF,z.B. o
(o A =8 widerspruchsvoll gdw. o widerspruchsvoll)

Satz 7
Sei o € KNF zu a A\ —f.
o = (B genau dann, wenn o IR—ES L
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Transformation in erfiillbarkeits-aquivalent KNF

Definition 8 (Erfillbarkeits-Aquivalenz)

Zwei Formeln « und ( heiBen erfiillbarkeits-aquivalent, in Zeichen
a Xy B, genau dann, wenn gilt: (« ist erfillbar gdw. § ist erfillbar).

Beipiele:

A= B

X ~2gqr =X

AN-Arg: BA(-BV D)A-D

aber nicht AN A =g+ B

Gesucht: Schnelles Verfahren, dass Formeln in erfiillbarkeits-aquivalente
Formeln in KNF transformiert.
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Transformation in erfiillbarkeits-aquivalent KNF

Idee:
Seien a und B Formeln in NNF und X, Y, Z neue Atome. Dann gilt:

aV B rag XA((X=>Y)Va)A(Y = 2)VB)AN-Z
~ XA (=XVYVa) A (=RYVZVE) NZ

AN Rt XA((X=Y)Va)A((X = Y)VE)A-Y
~ XA (-XVYVa) A(=XVYVE) ADY

Idee des Verfahrens: Ersetze schrittweise die Formeln bis nur noch Literale
vorhanden sind.
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Transformation mit PS-Graphen

Verfahren: PS-Graph-KNF
Gegeben: o in NNF, X und Y neue Atome

Q¢ ={X,(X—=Y)Va),~Y}
Q Ersetze schrittweise bis keine Ersetzung mehr moglich ist
o If((Z—>B)\/B)€¢undﬁ:ﬁ1\/Bg
then wahle neues Atom A und ersetze
®:= (®\{((Z = B)VP)})U{((Z = A)V A1), (A= B)V 52)}
0 If((Z—=B)vp)edund =01 NP0
then ersetze
¢ = (®\{((Z = B) v} U{(Z = B) V), (£ = B)V B2)}
Q Ersetze in ® alle Teilformeln der Struktur ((A; — Az) V L) durch
(—\Al VAV L)

Satz 9
Sei o eine Formel in NNF und ® mit dem Verfahren PS-Graph-KNF
erzeugt. Dann gilt o =~s;t ® und ® ist in 3-KNF.
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PS-Graphen

Graphische Reprasentation des Verfahrens.

Gerichtete Graphen

mit Labeln
120 km
100 km 40 km
X z

Y
W

mit Multi-Kanten
mit einem Startknoten (Quelle) und einem Zielknoten (Ziel)

Teilklasse dieser Graphen: parallel-serielle Graphen

Eine formale Definition dieser Graphen erfolgt spater im Kapitel Giber Graphen.
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PS-Graphen

UND: a A B (parallel)

a
mmm) x_ y
X —
— B
§

: :
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PS-Graphen

ODER: a V f3 (seriell)

: :
Aussagenlogik H. Kleine Biining 24/37




Transformation mit PS-Graphen

Beispiel: W = —-a A ((bA—c)V(dAe))

T > Y
—a A ((bA—=c) v (dAe))
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Transformation mit PS-Graphen

Beispiel: W = —-a A ((bA—c)V(dAe))

—a

/_\
\/

(bA—c) Vv (dAe)

L Y
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Transformation mit PS-Graphen

Beispiel: W = —-a A ((bA—c)V(dAe))

—a

/\
o —de

£ Y
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Transformation mit PS-Graphen

Beispiel: W = —-a A ((bA—c)V(dAe))
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Transformation mit PS-Graphen

Formel:
b =

Letzte Schritt: Ersetzen der Implikationszeichen.
Dann gilt ¥ ~4,; .

Beobachtung: : Die erfiillbarkeits-aquivalente Formel & ist immer in
3-KNF:

Aussagenlogik H. Kleine Biining 29/37



Transformation in erfiillbarkeits-aquivalente KNF

Idee:

@ Transformiere die Formel in NNF,
Q erzeuge zur Formel einen gerichteten PS-Graphen mit Label,

Q aus diesem Graphen wird die Formel in KNF generiert.
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Modellierung

Der Aussage Es regnet wird das Atom R zugeordnet. Die Strasse ist

nass wird hier zum Atom S.

Es regnet nicht. -R.

Es regnet oder die Strasse ist nass. RV S
Es regnet und die Strasse ist nass. RAS.
Wenn es regnet, ist die Strasse nass. R—S

Es regnet genau dann, wenn die Strasse nass ist. R+ S.
Entweder die Strasse ist nass oder es regnet. (RVS)A(-RV—S)

Aussagenlogik H. Kleine Biining
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Modellierung mit Implikationen

Haufig verwendete Form zur Modellbildung:

Wenn Aussage mit oder und und, aber ohne Negation,
dann Elementaraussage.

Wenn es regnet oder schneit und Winter ist, dann ist es glatt.

R: Es regnet

S: Es schneit

W: Es ist Winter
G: Es ist glatt

(RVSAW)— G (richtiges Modell, A bindet starker als \)?
~(RV(SAW))— G.
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Horn Formeln

Definition 10 (Horn Klauseln und Horn Formeln)

Eine Klausel 7 ist eine Horn Klausel genau dann, wenn 7 maximal ein
positives Literal enthalt. Eine Horn Formel ist eine Konjunktion von Horn
Klauseln.

Beispiele:
((AABAC)— X))~ (mAV-=BV-=CVX),

(A) und (=B V —C) sind Horn Klauseln
(AV =BV X) ist keine Horn Klausel.

Horn Klausel (=A; V ...—=A, V B) als Implikation (A1 A ... A A,) — B,
auch geschrieben als (A1,...,A,) = B

negative Klausel: (-A; V...V —2A,)
positive Unit Klausel: A (Faktum)
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Horn Formeln

Satz 11

Die Formel o enthalte keine Negationszeichen. Dann gibt es zu o« — B
eine aquivalente Konjunktion von Horn Klauseln.

Idee: Wende iterativ Distributivgesetze an.
(al vV 042) — B~ —|(a1 vV 042) V B = ((—|oz1 VAN —|oz1) vV B) ~
(—\Ctl vV B) A (—|042 V B) ~ (Oq — B) A (042 — B)

Beispiel:

(RV(SAW)) = G~=
(FRA=(SAW)) VG~
(FRA(=SV-W))VG)=
("RVG)A(=SV-WVG)~
(R=G)AN(SAW)— G)

Wenn es regnet, dann ist es glatt. Wenn es schneit und Winter ist, dann
ist es glatt.
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Horn Formeln

Folgerung fiir Horn Formeln:

A B, (A= X),(XAB)—=Y)EY?
gdw.
A, B,(A— X),((XAB)— Y),~Y widerspruchsvoll?

gdw.
A B, (A= X),(XAB) = Y), Y | U7
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Horn Formeln

Folgerung fiir Horn Formeln:

A B, (A= X),(XAB)—=Y)EY?
gdw.

A, B,(A— X),((XAB)— Y),~Y widerspruchsvoll?
gdw.

A B, (A= X),(XAB) = Y), Y | U7

Definition 12 (Unit Resolution)

Die Unit-Resolution ist die gewdhnliche Resolution mit der Einschrankung,
dass eine der Elternklauseln ein Literal ist. Als Bezeichnung verwenden wir

1
Uni-RES PZW. I OnirES -

| |
Aussagenlogik H. Kleine Biining 36/37




Horn Formeln

Satz 13
Eine Horn Formel « ist widerspruchsvoll genau dann, wenn es eine
Unit-Resolutionswiderlegung (v {——rz= L) gibt.

(ohne Beweis)

O Ob « |p U gilt, kann schnell (in linearer Zeit) entschieden

werden.

Q Die Unit-Resolution ist im Allgemeinen nicht widerlegungsvollstandig.
a=(AVB)A(-AV B)A(AV-B)A(-AV -B) ist widerspruchsvoll.

Es g||t aber nicht a }m L.
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