
Kurze Einf�uhrung in Gruppen- und ZahlentheorieJohannes Bl�omerWintersemester 2003/04
1 Grundlegendes aus der GruppentheorieDe�nition 1.1 Eine abels
he oder kommutative Gruppe (G; e; Æ) ist eine Men-ge G mit einem ausgezei
hneten Element e 2 G, genannt das neutrale Elementder Gruppe, und einer Verkn�upfungÆ : G�G �! G(g1; g2) 7�! g1 Æ g2;die folgende Eigens
haften haben:1) g Æ e = e Æ g = g f�ur alle g 2 G2) g1 Æ g2 = g2 Æ g1 f�ur alle g1; g2 2 G3) Zu jedem g 2 G existiert ein h 2 G mit g Æh = hÆg = e. h ist das Inversevon g, ges
hrieben h = g�1.4) (g1 Æ g2) Æ g3 = g1 Æ (g2 Æ g3):Die Gruppe heisst endli
h, falls G nur endli
h viele Elemente enth�alt.Da wir in dieser Vorlesung nur endli
he abels
he Gruppe kennenlernen werden,wird in Zukunft der Zusatz \abels
h" fallengelassen. In der Regel werden wireine Gruppe nur dur
h die zugrunde liegende Menge G und ni
ht dur
h dasTripel (G; e; Æ) identi�zieren.Zwei Typen von Gruppen, die immer wieder auftau
hen werden, sind dieGruppen Zn und Z�n, n 2 N. Die zu Zn geh�orige Menge ist f0; 1; : : : ; n� 1g, diezugeh�orige Verkn�upfung ist die Addition modulo n, und das neutrale Elementdemna
h 0. Das zu g 2 Z geh�orige Inverse ist n � g, wobei hier die normaleSubtraktion in Z gemeint ist. 1



Die zu Z�n geh�orige Menge istfa 2 Nj1 � a � n� 1; a und n sind teilerfremdg;die Verkn�upfung ist die Multiplikation modulo n, und das neutrale Elementist die 1. Im Moment mag es no
h ni
ht klar sein, dass Multiplikation zweierElemente inZ�n wieder ein sol
hes Element liefert, oder dass es zu jedem Elementin Z�n ein Inverses gibt. Dieses wird im n�a
hsten Abs
hnitt bewiesen werden.De�nition 1.2 Sei (G; e; Æ) eine Gruppe. Eine Untergruppe U von (G; e; Æ) isteine Teilmenge von G, die e enth�alt, und zusammen mit der Verkn�upfung Æselbst eine Gruppe ist. Insbesondere muss gelten u1 Æu2 2 U f�ur alle u1; u2 2 U .Falls d ein Teiler von n ist, so bilden alle Vielfa
hen von d die zwis
hen 0 undn� 1 liegen, eine additive Untergruppe von Zn.Gegeben G und eine Untergruppe U von G kann man eine �Aquivalenzrela-tion auf G wie folgt de�nieren:g1 � g2, falls g1 Æ g�12 2 U:F�ur g 2 G ist die Menge aller zu g �aquivalenten Elemente gegeben dur
hgU = fg Æ uju 2 Ug. Zwei �Aquivalenzklassen sind entweder identis
h (alsMengen), oder aber sie sind disjunkt. Man sieht au
h re
ht lei
ht, dass alle�Aquivalenzklassen dieselbe Anzahl von Elementen enthalten.Bezei
hnen wir nun f�ur eine beliebige endli
he Menge S mit jSj, die An-zahl der Element in S, so folgt, dass f�ur jede Untergruppe U einer endli
henGruppe G die Anzahl der Elemente jU j von U die Anzahl der GruppenelementejGj teilt. Man nennt jU j au
h die Ordnung von U . Insbesondere heisst jGj dieGruppenordnung. Also,Lemma 1.3 Bei einer endli
hen Gruppe teilt die Ordnung jeder Untergruppedie Gruppenordnung.Sei g 2 G. Wir k�onnen gi; i 2 N induktiv wie folgt de�nieren: g0 = e; gi =gi�1 Æ g: Die Ordnung von g ist nun die kleinste nat�urli
he Zahl m 6= 0 mitgm = e. Falls die Gruppe G ni
ht endli
h ist, muss es ein sol
hes m ni
htgeben. Bei einer endli
hen Gruppe G existiert ein sol
hes m dagegen f�ur jedesGruppenelement.Ist G endli
h, g 2 G und m die Ordnung von g, so ist fgiji = 0; : : : ;mg eineUntergruppe von G. Sie heisst die von g erzeugte Untergruppe. Die Ordnung,der von g erzeugten Untergruppe, ist also die Ordnung von g. Aus Lemma 1.3erhalten wir alsoKorollar 1.4 Bei einer endli
hen Gruppe teilt die Ordnung jedes Elements derGruppe die Gruppenordnung.Die von einem Element erzeugten Untergruppen nennt man zyklis
he Unter-gruppen. Die Gruppe G heisst zyklis
h, falls es ein Element g 2 G gibt, so dassdie von g erzeugte Untergruppe die gesamte Gruppe G ist. In sol
h einem Fallnennt man g au
h erzeugendes Element von G.2



Falls g 2 G undm die Ordnung von g ist, so gilt gd = e f�ur jedes Vielfa
he dvonm. Bevor wir zur Zahlentheorie �ubergehen, wollen wir no
h eine Umkehrungdieses Sa
hverhaltes beweisen.Lemma 1.5 Sei G eine endli
he Gruppe und g 2 G mit Ordnung m. Fallsd 2 N mit gd = e, dann wird d von m geteilt.Beweis: Es muss gezeigt werden, dass m ein Teiler von d, falls gd = e. An-genommen dieses sei ni
ht der Fall. Dann ist r = d modm eine positive ganzeZahl, von Null vers
hieden und e
ht kleiner als m. Wir k�onnen d ausdr�u
kenals r = d � qm, q 2 N. Dann gilt gr = gd�qm = gd Æ g�qm = e Æ (gm)�q = e.Dieses allerdings widerspri
ht der Tatsa
he, dass m die kleinste positive Zahlmit gm = e sein sollte. Also ist r = 0 und d ist ein Vielfa
hes von m.
2 Grundlegendes aus der ZahlentheorieZun�a
hst werden wir die allgemeinen Konzepte des letzten Abs
hnitts auf dieGruppen Zn und Z�n anwenden. Hier, wie au
h im Rest der Vorlesung, spieltder gr�osste gemeinsamer Teiler ggT zweier Zahlen eine wesentli
he Rolle. Sindn;m 2 Z, so ist der gr�osste gemeinsame Teiler ggT(n;m) die gr�osste positiveganze Zahl, die sowohl n als au
h m teilt. S
hreiben wir djn, falls d 2 Z dieZahl n 2 Z teilt, so k�onnen wir den ggT zweier Zahlen etwas formaler (und sehrn�utzli
h) au
h folgendermassen de�nieren.De�nition 2.1 Seien m;n 2 Z. Die Zahl d 2 N heisst der gr�osste gemeinsameTeiler von n und m, ges
hrieben d = ggT(n;m), falls f�ur jede ganze Zahl k 2 Zmit kjm und kjn gilt, dass au
h kjd.Gem�a� dieser De�nition ist der gr�osste gemeinsame Teiler zweier ganzen Zahlenimmer eine positive ganze Zahl. Zwei ganze Zahlenm;n heissen teilerfremd oderau
h relativ prim, falls ggT(m;n) = 1.Beispiel 2.2 1) Der gr�osste gemeinsame Teiler von 12 und 40 ist 4.2) Der gr�osste gemeinsame Teiler von 21 und 33 ist 3.3) Der gr�osste gemeinsame Teiler von 123 und 17 ist 1. Die beiden Zahlensind also teilerfremd, oder relativ prim.Zur�u
k zun�a
hst zur Gruppe Zn. Die Operation Æ ist also die Addition modulon und entspre
hend s
hreiben wir ni
ht gi; g 2 Zn; i 2 Z, sondern ig. Die Grup-penordnung ist n. Jedes Element in Zn ist ein Vielfa
hes von 1, und somit istdie von 1 erzeugte Untergruppe die gesamte Gruppe Zn. 1 ist also erzeugendesElement der Gruppe.Als n�a
hstes wollen wir f�ur jedes Element g 2 Zn seine Ordnung bestimmen.Auf diesen speziellen Fall angewendet: Die Ordnung von g 2 Zn ist die kleinste,von Null vers
hiedene Zahlm mitmg � 0 mod n. Nun gilt, dassm = nggT(n;g) in3



Z liegt und die Eigens
haft mg � 0 mod n hat. Es folgt aus der De�nition desggT, dass m die kleinste Zahl mit dieser Eigens
haft ist. Also ist die Ordnungvon g gegeben dur
h n=ggT(n; g).Falls ggT(n; g) = 1, hat g Ordnung n. Dies bedeutet, dass die von g erzeugteUntergruppe n Elemente besitzt, und damit die gesamte Gruppe Zn ist.Als n�a
hstes wollen wir die Untergruppen von Zn bestimmen. Sei alsoU � f0; 1; : : : ; n � 1g eine Untergruppe. Sei g das kleinste Element in dieserUntergruppe. Wir wollen zeigen, dass dann U die von g erzeugte zyklis
he Un-tergruppe ist. Dazu m�ussen wir zeigen, dass si
h jedes Element u 2 U als einVielfa
hes von g s
hreiben l�asst. Wir benutzen dieselbe Argumentation wie imBeweis von Lemma 1.5. Wir nehmen also an, es g�abe ein u, dass ni
ht Vielfa-
hes von g ist. Dann gilt u = qg + r mit 0 < r < g � n � 1. Nun liegen abersi
herli
h u und qg in der Untergruppe U . Damit aber au
h r. Dies widerspri
htder Annahme, dass g das kleinste Element in U ist, und wir k�onnen folgern,dass U die von g erzeugte zyklis
he Untergruppe ist.Dasselbe Resultat bekommen wir au
h, indem wir beoba
hten, dass in jederzyklis
hen Gruppe alle Untergruppen zyklis
h sein m�ussen. Die Argumentationvon oben hat aber den Vorteil, dass sie uns au
h zeigt, wie f�ur eine Untergruppeein erzeugendes Element gefunden werden kann.Jetzt kommen wir zu der f�ur uns viel interessanteren, aber au
h s
hwieri-geren Gruppe Z�n. Die Operation Æ ist also die Multiplikation modulo n, diewir als einfa
he Multiplikation ab oder ab mod n s
hreiben. Im Moment habenwir no
h ni
ht einmal gezeigt, dass dieses �uberhaupt eine Gruppe ist, denn wirhaben weder die Abges
hlossenheit der Multiplikation no
h die Existenz einesInversen bewiesen. Dies werden wir jetzt na
hholen.Hierzu beoba
hten wir zun�a
hst, dass wir mit Hilfe des ggT Z�n au
h dur
hZ�n = fg 2 ZnjggT(n; g) = 1g de�nieren k�onnen. Zun�a
hst wollen wir zeigen,dass die Multiplikation abges
hlossen ist, also a; b 2 Z�n impliziert ab mod n 2Z�n oder ggT(ab mod n; n) = 1. Das folgende kleine Lemma ist sehr n�utzli
hund wird implizit immer wieder benutzt.Lemma 2.3 Seien m;n 2 Z, dann gilt ggT(n;m) = ggT(n modm;m) =ggT(m mod n; n).F�ur die Abges
hlossenheit gen�ugt es also zu zeigen, dass mit a und b au
h abzu n teilerfremd ist. Hierzu benutzen wir die folgende wi
htige Eigens
haft vonPrimzahlen.Lemma 2.4 Sei p eine Primzahl. Falls p das Produkt ab teilt, so teilt es min-destens einen der beiden Faktoren a; b.Falls ggT(ab; n) 6= 1, so gibt es eine Primzahl, die den ggT teilt, na
h demLemma somit eine Primzahl, die sowohl n als au
h a oder b teilt. Entweder aoder b war dann aber ni
ht zu n teilerfremd.S
hliessli
h wollen wir au
h zeigen, dass es zu jedem Element g 2 Z�n einInverses gibt. F�ur jedes feste, aber beliebige g 2 Z�n wollen wir die Existenzeines h 2 Z�n mit gh � 1 mod n zeigen. Hierzu betra
hten wir f�ur g die Mengefag mod nja 2 Z�ng. Je zwei Elemente dieser Menge sind vers
hieden, denn w�are4



ag � bg mod n mit a < b, so folgt (b � a)g � 0 mod n, oder nj(b � a)g. Da gzu n teilerfremd ist, muss dann nj(b � a) gelten. b� a ist aber e
ht kleiner alsn und ni
ht Null, kann also von n ni
ht geteilt werden. Damit wissen wir, dassin fag mod nja 2 Z�ng genauso viele Elemente wie in Z�n liegen. Anderseits istes aber eine Teilmenge von Z�n. Hieraus folgt fag mod nja 2 Z�ng = Z�n und esmuss ein a 2 Z�n mit ag � 1 mod n geben. Dieses ist unser gesu
htes Inverseszu g.Jetzt wissen wir also, dass Z�n eine Gruppe ist. Als n�a
hstes wollen wir etwas�uber die Gruppenordnung von Z�n sagen.De�nition 2.5 Die Eulers
he �-Funktion ist de�niert auf den nat�urli
hen Zah-len N. Der Wert �(n) an der Stelle n 2 N ist de�niert als die Anzahl der zu nteilerfremden Zahlen in Zn.Na
h De�nition ist die Ordnung von Z�n genau �(n). Es giltLemma 2.6 Sei n 2 N und sei n = Qki=1 peii die Primfaktorzerlegung von n.Dann gilt: �(n) = kYi=1(peii � pei�1i ) = n kYi=1�1� 1pi� :Dieses Lemma werden wir erst sp�ater beweisen. Jetzt wollen wir uns nur anSpezialf�allen �uberzeugen, dass es korrekt ist. Betra
hten wir den Fall, dass n einePrimzahl ist. Das Lemma sagt, dass �(n) = n�1. Dieses ist lei
ht zu �uberpr�ufen,denn bis auf 0 sind alle Zahlen in Zn zu n teilerfremd. Etwas allgemeiner sei nunn = pe eine Primzahlpotenz. Das Lemma sagt �(n) = �(pe) = pe � pe�1. Nunlassen si
h die Zahlen in Zpe, die ni
ht zu pe teilerfremd sind, lei
ht bestimmen.Es sind dies genau die Zahlen der Form lp, wobei l = 0; 1; : : : ; pe�1�1. Demna
hsind pe�1 Elemente in Zpe ni
ht zu pe teilerfremd, und das Lemma gibt au
h indiesem Fall die korrekte Antwort. Wir werden in K�urze den Beweis des Lemmamit Hilfe des Chinesis
hen Restsatzes f�uhren.Es stellt si
h die Frage, ob Z�n wie Zn eine sehr einfa
he Struktur hat,n�amli
h eine zyklis
he Gruppe ist. Im allgemeinen stimmt dieses ni
ht, wie dasn�a
hste Lemma zeigt.Lemma 2.7 Sei n 2 N. Die Gruppe Z�n ist zyklis
h genau dann, wenn n = 2; 4ist oder aber die Form n = pe; n = 2pe hat, wobei e 2 N beliebig sein kann, undp eine Primzahl 6= 2 sein muss.Wir werden dieses Lemma ni
ht beweisen. Einen s
h�onen Beweis gibt es in [?℄.Beispiel 2.8 S
hauen wir uns n = 9 an. Na
h dem Lemma ist Z�9 zyklis
h.�(9) = 9 � 3 = 6 und die Ordnung von Z�9 ist 6. Setzen wir g = 2, so erhaltenwir folgende Tabelle f�ur die Potenzen von g modulo 9.i 0 1 2 3 4 5gi 1 2 4 8 7 52 ist also ein erzeugendes Element von Z�9.5



Beispiel 2.9 Als n�a
hstes betra
hten wir n = 8. Gem�ass dem Lemma ist dieGruppe Z�8 ni
ht zyklis
h. Die Gruppenordnung ist �(8) = 4, und die Elementeder Gruppe sind 1; 3; 5; 7. F�ur diese Elemente gilt 12 � 32 � 52 � 72 � 1 mod 8.Wie erwartet gibt es keine Elemente der Ordnung 4.Sehr n�utzli
h ist das folgende, als Lemma von Euler bekannte Resultat.Lemma 2.10 F�ur alle a 2 Z�n gilta�(n) � 1 mod n:Beweis: Wir wissen aus dem letzten Abs
hnitt, dass f�ur jede Gruppe G mitneutralem Element e und jedes g 2 G gilt, gjGj = e. Das Lemma ist der Spezi-alfall G = Z�n.Wir wollen uns nun no
h die Ordnung von Elementen in Z�n genauer ans
hauen.De�nition 2.11 Sei a 2 Z�n. Die Ordnung von a in der Gruppe Z�n wird mitordn(a) bezei
hnet.F�ur a 2 Zmit ggT(a; n) = 1 ist die Ordnung von a de�niert als die Ordnungvon a mod n 2 Z�n. Au
h diese Ordnung bezei
hnen wir mit ordn(a).Jetzt erhalten wir folgendes Lemma.Lemma 2.12 Sei nun n = 2; 4 oder n = pe; 2pe und somit die Gruppe Z�nzyklis
h. Weiter sei g ein erzeugendes Element f�ur Z�n und a = gd 2 Z�n. Dannist ordn(a) = �(n)ggT(�(n); d) :�Ahnli
he Aussagen haben wir s
hon vorher bewiesen, daher ist der Beweis einegute �Ubungsaufgabe.Insbesondere sagt das Lemma, dass es f�ur Z�p genau �(p�1) viele erzeugendeElemente gibt. Hat man eines, sagen wir g, so sind die anderen gegeben dur
hgd, wobei 0 < d < p� 1 zu p� 1 teilerfremd sein muss.Beispiel 2.13 Betra
hten wir p = 7. F�ur p = 7 und g = 3 erhalten wir folgendeTabelle f�ur die Potenzen von g modulo 7.i 0 1 2 3 4 5gi 1 3 2 6 4 5g = 3 ist also erzeugendes Element. Da �(6) = 2 gibt es nur ein weitereserzeugendes Element, n�amli
h 35 � 5 mod 7.Als n�a
hstes kommen wir zum Chinesis
hen Restsatz .
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Satz 2.14 (Chinesis
her Restsatz) Seien m1; : : : ;mk paarweise zueinanderteilerfremde Zahlen (also ggT(mi;mj) = 1 f�ur alle i 6= j) und seien a1; : : : ; akbeliebige ganze Zahlen. Das System von Kongruenzenx � a1 modm1...x � ak modmkbesitzt eine L�osung. Diese L�osung ist modulo Qki=1mi eindeutig bestimmt.Sowohl die Existenz als au
h die Eindeutigkeit ist wi
htig an der Aussage diesesSatzes. Statt des Beweises hier ein Beispiel.Beispiel 2.15 Seien m1 = 5;m2 = 7;m3 = 9 und a1 = 1; a2 = 2; a3 = 3. Dannist die gesu
hte L�osung dur
h x = 156 gegeben. Jede andere L�osung y erf�ullty � 156 mod 5 � 7 � 9.Als erste Anwendung des Chinesis
hen Restsatzes wollen wir Lemma 2.6 be-weisen.Beweis: [Beweis von Lemma 2.6℄ Wir haben uns s
hon vorher �uberlegt, dass�(pe) = pe � pe�1 f�ur Primzahlpotenzen pe gilt. Sei nun n 2 N beliebig mitPrimfaktorzerlegung n = Qki=1 peii . Sei a 2 Z�n, dann ist f�ur jedes i = 1; : : : ; kdie Zahl ai � a mod peii ein Element aus Z�peii . Wir k�onnen also jedem a 2 Z�nein k-tupel in Z�pe11 � � � � � Z�pekk zuordnen.Na
h dem Chinesis
hen Restsatz angewandt mit den Moduli mi = peii ent-spri
ht aber au
h jedem k-Tupel (a1; : : : ; ak) 2 Z�pe11 � � � � �Z�pekk ein Element ain Zn. Dieses Element muss aber sogar in Z�n liegen. W�are dem ni
ht so, w�area zu mindestens einem peii ni
ht teilerfremd. Deshalb m�usste dann f�ur das ent-spre
hende ai ebenfalls gelten, dass es ni
ht zu peii teilerfremd ist, Widerspru
h.Wiederum na
h dem Chinesis
hen Restsatz sind f�ur vers
hiedene k-Tupel(a1; : : : ; ak) die entspre
henden a's in Z�n vers
hieden. Damit ergibt si
h�(n) = jZ�nj = jZ�pe11 � � � � � Z�pekk j = kYi=1(pe � pe�1);und Lemma 2.6 ist bewiesen.Als zweite Anwendung des Chinesis
hen Restsatzes wollen wir uns jetzt no
h�uberlegen, dass Z�n ni
ht zyklis
h sein kann, falls n = pq, wobei p 6= 2 und q 6= 2vers
hiedene Primzahlen sind. Dies ist ein Spezialfall des Lemmas 2.7. W�are Z�nzyklis
h, so g�abe es in Z�n ein Element der Ordnung �(n). Da n = pq ist, gilt�(n) = (p� 1)(q � 1):Wir werden nun zeigen, dass f�ur alle a 2 Z�n gilt, a(p�1)(q�1)=2 � 1 mod n.Zun�a
hst bea
hte man, dass p� 1=2 und q � 1=2 beide in N liegen, da p; qungerade sind. Sei nun ap 2 Z�pmit ap � a mod p und aq 2 Z�q mit aq � a mod q.Es gilt a(p�1)(q�1)=2 � a(p�1)(q�1)=2p mod p7



und analog f�ur q. Na
h dem Chinesis
hen Restsatz gilt a(p�1)(q�1)=2 � 1 mod n,falls a(p�1)(q�1)=2p � 1 mod p und a(p�1)(q�1)=2q � 1 mod q:Wir zeigen nun a(p�1)(q�1)=2p � 1 mod p, die Aussage f�ur q folgt analog. Da�(p) = p� 1; falls p eine Primzahl ist, gilt na
h Lemma 2.10a(p�1)(q�1)=2p � �ap�1p �(q�1)=2 � 1(q�1)=2 � 1 mod p:Wie oben s
hon bemerkt, folgt jetzt das Z�n ni
ht zyklis
h ist.Zum Abs
hluss dieses Abs
hnittes betra
hten wir no
h den Euklidis
henAlgorithmus und seine Komplexit�at. Der euklidis
he Algorithmus bere
hnetden gr�ossten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen.Euklidis
her AlgorithmusEingabe: m;n 2 ZAusgabe: Der gr�osste gemeinsame Teiler ggT(m;n) von m und n.1. S
hritt Setze a := m; b := n; r := 0:2. S
hritt Falls a < 0, ersetze a dur
h �a. Falls b < 0, ersetze b dur
h �b.3. S
hritt Falls b 6= 0, setze r := b; b := a mod r; a := r, sonst AusgabeggT(m;n) = a.Die Korrektheit dieses Algorithmus folgt unmittelbar aus der Glei
hungggT(m;n) = ggT(n;m mod n), die wir s
hon in Lemma 2.3 beoba
htet haben.Eine Laufzeitanalyse �ndet man in vielen B�u
hern �uber Algorithmen, z. B. in[?℄. Wie notieren hier nur das Ergebnis.Lemma 2.16 Seien m;n 2 Z und sei jnj � jmj, wobei jnj der Absolutbetragder Zahl n ist. Dann bere
hnet der euklidis
he Algorithmus den gr�ossten ge-meinsamen Teiler von m und n mit O(log2(jnj)) vielen Bitoperationen.Eine lei
ht ge�anderte Variante des euklidis
hen Algorithmus kann benutzt wer-den, um den ggT(m;n) als ganzzahlige Linearkombination vo m und n darzu-stellen, d. h. der Algorithmus bere
hnet s; t 2 Z mit ggT(n;m) = sm+ tn.Erweiterter Euklidis
her Algorithmus (EAA)Eingabe: m;n 2 ZAusgabe: Der gr�osste gemeinsame Teiler ggT(m;n) vonm und n, sowie s; t 2 Zmit ggT(m;n) = sm+ tn.1. S
hritt Setze a := m; b := n; s0 := 1; s1 := 0; t0 := 0; t1 := 1; r := 0; q :=0; u := 0; v := 0.2. S
hritt Falls a < 0, ersetze a dur
h �a und setze s0 = �1. Falls b < 0,ersetze b dur
h �b und setze t1 = �1.8



3. S
hritt Falls b 6= 0, setze r := b; b := a mod r; q := a div r; a := r. Ausser-dem setze man: u := s1v := t1s1 := s0 � qs1t1 := t0 � qt1s0 := ut0 := vSonst Ausgabe ggT(m;n) = a; s = s0; t = t0.Die Korrektheit des Algorithmus ist ni
ht s
hwer einzusehen. Am Anfang hatman s0m+t0n = a und s1m+t1n = b. Nun �uberlegt man si
h, dass diese Eigen-s
haft bei �Anderung von a; b dur
h die entspre
hende �Anderung von s0; s1; t0; t1aufre
hterhalten bleibt. Die Laufzeit des erweiterten euklidis
hen Algorithmusist dieselbe wie beim euklidis
hen Algorithmus (siehe wiederum [?℄).Lemma 2.17 Seien m;n 2 Z und sei jnj � jmj, wobei jnj der Absolutbetragder Zahl n ist. Dann ist die Laufzeit des erweiterten euklidis
hen AlgorithmusO(log2(jnj)).Falls a 2 Z�n, so ist ggT(a; n) = 1. Bei Eingabe a; n bere
hnet EAA also Zahlens; t mit sa + tn = 1. Nehmen wir diese Glei
hung modulo n, erhalten wirsa � 1 mod n, und somit ist s das Inverse von a in Z�n. Wir erhalten als Korollaraus Lemma 2.17Korollar 2.18 Sei a 2 Z�n. Das Inverse von a in Z�n kann in Zeit O(log2(n))bere
hnet werden.
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